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ABSTRACT

The radial transport of circulating particles in a per-
turbed toroidal magnetic field configuration is calculated us-
ing the mapping technique. The specific models are stellara-
tors with external perturbations and tokamaks with tearing

modes.

Coulomb collisions of the circulating particles are de-
scribed by a Lorentz scattering model of random changes of
the pitch angle. Particle orbits in a pertubated magnetic
field lead to a deterministic map whereas the Coulomb col-

lision introduce an extra stochastic process.

First, the diffusion in a single chain of islands is studied
by launching a sample of particles on the inner closed mag-
netic surface and calculating the loss rate. The presence of

islands enhances the loss rate.

In a second case the enhanced loss in a tokamak with
two different islands on different resonant surfaces are in-
vestigated thus simulating tearing modes in tokamaks. It
is found, that the loss rate across the island region grows
rapidly if the islands overlap and the region in between be-
comes stochastic. In such a case the transport of particles is
a mixture of stochastic diffusion of field lines and a random

walk induced by Coulomb collisions.




ZUSAMMENFASSUNG

Der radiale Transport von umlaufenden Teilchen in ei-
ner gestorten toroidalen Magnetfeld-Konfiguration wird mit
Hilfe eines Abbildungsverfahrens berechnet. Die spezifischen
Modelle sind Stellaratoren mit externen Stérungen und To-

kamaks mit Tearing Moden.

Die Coulombstofie von umlaufenden Teilchen werden mit
einem Lorentz-Streumodell der Zufallsinderungen des Pitch-
Winkels beschrieben. Die Teilchenbahnen in einem gestorten
Magnetfeld fiihren zu einer deterministischen Abbildung,
wobei die Coulombstéfie ein zusétzliches stochastisches Ver-

halten verursachen.

Im ersten Teil wird die Diffusion einer einfachen Insel-
kette durch den Start einer Teilchenprobe auf der inneren
geschlossenen magnetischen Fliche und der Berechnung der
Verlustrate untersucht. Beim Auftreten von Inseln steigt die

Verlustrate an.

Im zweiten Teil werden der erhohte Verlust in einem To-
kamak mit zwei verschiedenen Inseln auf unterschiedlichen
resonanten Flichen untersucht; daher die Simulation von
Tearing Moden in Tokamaks. Es zeigte sich, dal die Verlu-
strate entlang des Inselgebiets schnell anwéchst, wenn die In-
seln tiberlappen und das Gebiet zwischen den Inseln stocha-
stisch wird. In solch einem Fall ist der Teilchentransport
eine Mischung aus stochastischer Feldliniendiffusion und ei-

nem durch CoulombstéBe verursachten Zufallsweg.
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1. Einleitung

In toroidalen Konfigurationen (Stellarator, Tokamak) tritt durch duflere und
interne Magnetfeldstérungen Inselbildung und Stochastizitdt in den magnetischen

Flachen auf. Dadurch wird der radiale Transport von Teilchen und Energie erhoht.

Das gestorte Magnetfeld und die Stérung werden vorgegeben, d.h. die Selbst-
konsistenz interner Storungen wird nicht beriicksichtigt. In dem vorgegebenen
Magnetfeld werden die Bahnen eines Ensembles von Testteilchen mit Hilfe eines
Monte-Carlo-Verfahrens verfolgt. Anstelle der Integration von Teilchenbahnen
wird dabei ein Abbildungsverfahren benutzt, welches die Diffusion der Testteilchen
in der Poloidalebene (Poincaré -Plot) verfolgt. Dieses Verfahren ist approximativ

und verkiirzt die Rechenzeit gegentiiber der Teilchenbahnintegration erheblich.

Zur Konstruktion von magnetischen Flachen standen die Codes MAPI und
MAP2 zur Verfigung (einfache und mehrfache Inselstruktur). Der Code MAPG
und seine Abdnderungen beschreiben die Teilchenbahnen, wobei hier das magne-
tische Moment des Teilchens als Zufallsvariable betrachtet wird und sich nach
jedem Umlauf dndert. Dadurch ergibt sich die radiale Diffusion der Teilchen. Die
Codes erlauben, sowohl die zeitliche Entwicklung eines Ensembles als auch den

stationdren Flufl durch eine gestorte Schicht zu berechnen.

In dieser Arbeit soll nun die Frage untersucht werden, wie sich die Erhohung
des Verlustes in Abhéngigkeit von der Storung verhilt. Dabei stellt sich die Ein-
zelfrage wie der TeilchenfluBl, durch eine einfache Inselkette zwischen zwei un-
gestorten magnetischen Flachen, von der Grofle der Inseln abhiangt. Daneben
ist die Frage der Testteilchen-Diffusion in Abhangigkeit von der Amplitude der
Storung zwischen zwei Inselketten von groflem Interesse. Solche Inselketten treten
durch Mehrfachstorungen im Stellarator oder durch Tearing Moden im Tokamak
auf. Im weiteren ist die Auswirkung der Variation des Streuparameters, der die
charakteristischen Eigenschaften (wie z.B. Ladung und Masse) enthilt, auf die

Diffusion von Interesse.
Die Untersuchungen beschrinken sich auf toroidal umlaufende Teilchenbahnen,

da der Transport von gefangenen Teilchen nicht wesentlich von der Inselbildung

abhangt.




2. Beschreibung des Transport-Modells

Die Zerstorung von magnetischen Fliachen in Plasmen wird allgemein als eine
der Ursache fiir die anomale thermische Leitfahigkeit der Elektronen in Tokamaks
angenommen. Der Effekt wurde von White!'2 und Boozer?® mit dem Ansatz
eines Storfeldes 6B untersucht. In Tokamaks ist die Storung, die durch Tearing
Moden entsteht, eine Ursache fiir die Flichenzerstorung, wogegen beim Stellarator
externe Feldfehler, bedingt durch Spulenverbindungen, magnetische Inseln und

Stochastizitat verursachen .

Die experimentellen Ergebnisse* des Wendelstein W7-A Stellarator zeigen eine
Abhingigkeit des Plasmaeinschlusses von der Rotationstransformation ¢ mit einer
starken Zerstorung des Einschlusses bei ¢ = % und ¢ = % Hierbei beschreibt

= 5 = T den Winkel der Verdrehung der Magnetfeldlinie nach einem toroidalen
Umlauf in der Poloidalebene. Mit m = 1 ergeben sich die fiihrenden Harmonischen
der Fourierreihe des Storfeldes §B. Numerische Berechnungen®%7 haben gezeigt,
dafl in der Nachbarschaft von ¢ = % und £ = -%- nur geringe Veranderungen durch
Stérungen festzustellen sind. Das Ergebnis konnte durch ein Abbildungsverfahren
erlangt werden. Dieses Verfahren fiihrt zu einem Poincaré -Plot der Poloidalebene,

welcher Gegenstand aller Studien der Magnetfeldtopologie ist.

Bei weiteren Studien wird diese Abbildungstechnik weniger auf die Feldlinien
als auf die Bahnen der umlaufenden Teilchen angewandt. Auf diese Weise erhalt
man einen Poincaré -Plot der umlaufenden Teilchen im gestorten Magnetfeld. Bei
diesem Modell sind nur umlaufende Teilchen von Interesse, da nur diese durch die
Anwesenheit von Inseln oder Stochastizitit in radialer Richtung versetzt werden,
was eben fiir den EinschluB von grofiem Interesse ist. Die Bahnen von gefangenen
Teilchen werden im Vergleich dagegen nur geringfiigig verandert. Da die Teil-
chengeschwindigkeit proportional zur Temperatur ansteigt, wird ein verstirkter

Verlust mit dem Anwachsen der Temperatur erwartet.

Der neoklassiche Verlust eines Plasmas wird allgemein mit der Anderung des
magnetischen Momentes der Teilchen, bedingt durch Coulomb-St68e, begriindet.
Im verwendeten Modell ersetzen wir die geringe Streuereignisse wahrend eines
toroidalen Umlaufs durch einen Sprung von einer Driftfliche zur anderen. Bei
Driftflichen, die nicht zerstort sind fiihrt dies zur Pfirsch-Schliiter-Diffusion oder



Plateau-Diffusion. Durch das Auftreten von externen Stérungen werden auch

Driftflichen zerstort und somit wird dadurch der Transport durch Sté8e ansteigen.

2.1. ERZEUGUNG VON MAGNETISCHEN FLACHEN UND LOKALEN STORUNGEN
EINES TOROIDALEN MAGNETFELDES

Wie beim Studium des Verhaltens eines Pendels3, konnen auch die Folgen
von toroidalen Storungen auf die ungestorten magnetischen Flachen, mit Hilfe ei-
ner diskreten Abbildung T, in der Poloidalebene studiert werden. Beim Studium
dieser Magnetfeldstruktur wire dem gegeniiber die Feldlinien-Aufzeichnung die
geeigneteste Methode, erfordert jedoch einen grofien numerischen Aufwand. Die
Abbildungstechnik die von Greene®1? und Chirikov® entwickelt wurde, bendtigt
dagegen viel weniger Computerzeit. Der Nachteil dieser Methode liegt jedoch
darin, da# die analytische Reprasentation der Abbildung, die der Storung By
entspricht, im allgemeinen nicht bekannt ist. Es steht allerdings fest, dafl jedes
toroidale Magnetfeld nach einem toroidalen Durchgang einer flulerhaltenden Ab-
bildung der Poloidalebene auf sich selbst entspricht. Die Studien der Gebiete einer
fluBerhaltenden 2-dimensionalen Abbildung ist daher dquivalent zur Untersuchung
toroidaler Fluflichen bei kleinen Storungen. Das Verhalten der Flufifiichen unter
Einwirkung von Storungen wurde mit dem nach Kolmogorov, Arnold und Moser
benannten KAM-Theorem® 1! erklart. Danach bleiben irrationale magnetische
Flichen ungestort, solange die Storung einen kritischen Wert nicht ibersteigt.
Die Theorie einer Abbildung, deren Phasenraumdichte konstant bleibt, ist seit

langem bekannt.

Auf die Herleitung der Transformationsgleichungen fiir das Abbildungsverfah-
ren soll hier nicht eingegangen werden, da diese bereits in der Verdffentlichung
von Wobig6’7 ausfiihrlich behandelt wurde. Es seien hier nur die sich ergebenden

Abbildungsformeln zitiert, die in spateren Programmcodes verwendet wurden.




2.1.1. MAGNETFELD OHNE STORUNG

Die Gleichungen der ungestorten Abbildung Ty wurden von einem ungestorten
Magnetfeld By mit den magnetischen Koordinaten (¢, 8, ¢) abgeleitet. Dabei stellt
¥ die FluBkoordinate, § die poloidale und ¢ die toroidale Koordinate dar. Durch

den Ansatz einer erzeugenden Funktion

]
S(1,00) = 1o +27 [ o($)dd =i So (2.1)

in der Poloidalebene mit der Rotatiostransformation ¢(%)) = ¢ + £1% + tp%? und

den dazugehorigen Transformationsgleichungen

as aS

¢0=3—90, ‘91-_-@—¢1

(2.2)

erhalten wir die Abbildungsgleichungenﬁ’7 fir Tp:

Y1 =%0 ,
01 =0¢ + 27(%)
Diese Transformation Ty bewirkt die Abbildung von Py(vg,0p) auf Pi(1,01)

in derselben Poloidalebene. Bei n-facher Ausfithrung fiithrt somit die Abbildung
T3 (%0, 00) zu dem Koordinatenpaar (¥n,0n).

(2.3)

2.1.2. MAGNETFELD MIT STORUNG

Bei Auftreten einer Stérung By mufl die Wirkungsfunktion S(v,6) dahin-
gegen geindert werden, daB S einen zusitzlichen Term Sy = h(%,0), der By

reprasentiert, beinhaltet. Es wird daher fiir S der Ansatz

.
S(W1,00) = p1fo+27 [ (W) + k(Y1 00) = So+ 51 (29)

gemacht, um mit den Transformationsgleichungen (2.2) die Gleichungen der
gestorten Abbildung T =: Ty + Ty zu bestimmen. Bei der Bestimmung dieser Glei-
chungen gehen wir von dem Vektorpotential A (4,8, ¢) aus, mit dessen Komponen-
ten (0,A9,A¢) die neuen kanonischen Variablen p, #, sowie die Hamiltonfunktion
H festgelegt werden. Die Losung der sich daraus ergebenden Hamiltongleichun-
gen ergeben sich als Folge von suksessiven kanonischen Transformationen, die den
Punkt Py (pg,0%) auf Py 1(Pky1,0k+1) abbilden. Wegen der FluBerhaltung ist die

Determinante der Transformation 1.



Die Wirkung der Storung B; auf die Hamiltonfunktion H fithrt dazu, dafl H =
Hj einen zusitzlichen Stdrterm Hj erhilt. Es ergibt sich, nach Wobig®7, mit dem
Ansatz einer normalisierten Stérung h(,6) die Abbildung 7. Hierbei wurde die

Storung h durch 2 unterschiedliche Ansitze realisiert:

o h(41,00) = h(0o) + P19(d0) mit g(6o) = X Fsints
fiir die numerischen Berechnungen der Magnetfeld-Konfiguration der Stella-

ratoren W7-A und W7-AS, sowie
!

2
o h(¥1,00) =% E;L—tp:b—; sinlfy
+(35)
fiir die Berechnungen der Tokamak-Magnetfeldstorungen (Es soll spiter in

Kapitel 3 auf diesen Ansatz ndher eingegangen werden).

Bei der Betrachtung der linearisierten Stérung h(t1,0p) = h(fo) + ¥19(60)
ergab sich die Abbildung’ T =: Ty + Ty

b =¥ h'(00)
YT 14 d(00) (2.5)
01 =09 + 2me(th1) + g(6o) -

Im Fall von g = 0 ist dies die wohlbekannte Abbildung, die in ihrer einfachsten
Form (h' = K sin g, ¢(¢)) = ) die Standard-Abbildung® von Chirikov und Taylor

¥1 =t — Ksinfyp ,

(2.6)
01 =0 + 27y

darstellt. Diese Abbildung wurde ausfiihrlich in der Arbeit von Greene?10 behan-
delt.

Im speziellen Fall h = 0 erhalten wir die fiir den Code MAPI relevanten Abbil-
dung
Yo
=0
P 144'(00) (2.7)
01 =0p + 2me(31) + g(6o) -




2.2. DER TRANSPORT VON TESTTEILCHEN BEI GESTORTEN MAGNETISCHEN
FLACHEN UNTER ANWENDUNG DER HAMILTON-JACOBI- THEORIE

Die grundlegende Idee dieser Theoriel? ist die Lsung der kanonischen Glei-
chungen durch die Losung der Hamilton-Jacobi-Differentialgleichung zu erset-
zen und somit einen Poincaré -Plot der Teilchenbahnen durch die Anwendung
eines Abbildungsverfahrens zu erhalten. Durch die Enfihrung verschiedener
Niherungen wurde die Hamilton-Jacobi-Differentialgleichung, die eine homogene

nichtlineare partielle Differentialgleichung 1.0rdnung ist, fir Stérungen gelost.

Die Geometrie des Magnetfeldes wurde durch die Transformation von karte-
sischen Koordinaten zu magnetischen Koordinaten bestimmt. Die Wirkung der
Geometrie auf die Driftflichen findet in den Fourierreihen von 6B Eingang. Bei
einer driftoptimierten und daher ungestorten Konfiguration wiirden alle Koeffizi-

enten von g und h in Gleichung (2.5) verschwinden.

Bei der Analyse der Diffusion werden die Teilchen einmal um den Torus herum
verfolgt, wobei ein StoBprozeB auftritt, der das magnetische Moment um ép
indert. Die ungestorte Teilchenbahn wird durch eine kanonische Abbildung be-

schrieben.

Es wird eine feste externe Stérung a vorausgesetzt und nicht die Reaktion
auf die Plasmastrome bei Verinderung der Magnetfeldtopologie. Die Methode,
die Teilchenintegration durch ein Abbildungsverfahren zu ersetzen reduziert die
bendtigte Rechenzeit erheblich. Um eine Probe von 1000 Teilchen 3000 mal bei
schrittweiser Integration zu verfolgen, wiirden Stunden von CPU-Rechenzeit auf
der CRAY bendtigt. Das Abbildungsverfahren reduziert diese Rechenzeit derart,
daB typischerweise nur noch 3 min CRAY-CPU-Zeit bendtigt werden.

Das nachfolgende Modell ist nicht nur auf den Typ des schwach verscherten
Stellarators mit seinen externen Stdrungen begrenzt. Mit der geeigneten Wahl
des t~Profils kann jeder Stellarator-Typ untersucht werden. Uberdies ergibt sich
eine Anwendung fiir Tokamaks, in dem fiir die Stérung o der Term eines lineari-
sierten Tearing Mode angesetzt wird (Abschnitt 2.1.2). In diesem Kapitel sollen
nun die aus der Arbeit!? von Wobig und Fowler stammenden Abbildungsformeln

wiedergegeben und erldutert werden.




2.2.1. GRUNDLAGEN DES TRANSPORT-MODELLS

Die Driftgeschwindigkeit v von geladenen Teilchen in einem Vakuumfeld B ist
in der Form der Bewegungsgleichung mit den Definitionen der Parallelgeschwindig-
keit v||> des Gyrationsradius P der Gyrationsfrequenz {1; sowie den abhingigen
Groflen der Energie £ und des magnetischen Momentes p gegeben. Die Teil-
chenbahnen der umlaufenden Teilchen werden als Feldlinien des effektiven Feldes
V-B*=0mitB*=B+Vx p“B betrachtet. B reprasentiert dabei das ungestorte
und B 4+ V x aB das gestorte Magnetfeld. Die spezielle Wahl von 6B dient daher
als Modell-Feld fiir Monte-Carlo-Berechnungen.

Wie unter Abschnitt 2.1 bereits erwahnt, werden die Feldliniengleichungen in
die Hamiltonform gebracht. Der Vorteil in der Wahl dieser Methode besteht darin,
daB die kanonischen Variablen des ungestorten Falls auch kanonisch im gestorten

Fall bleiben. Ein Wechsel der Variablen ist also nicht notwendig.

Die Storung, die mit H; die Hamiltonfunktion festlegt, besteht aus 2 separaten

Termen:

o afy,0,4)

beschreibt die Verdrehung der Feldlinie durch die externe Stérung « und

. p" (¢a g, ¢)
beschreibt die durch St68e verursachte Abweichung der Feldlinienbahnen.
In diesem Modell werden das magnetische Moment p als Zufallsvariable be-
trachtet und die Hamilton-Gleichungen werden daher zu stochastischen Differen-

tialgleichungen.

Bei der Betrachtung von aufeinanderfolgenden Schritten

()~ () == (&)

mit der jeweiligen ;&nderung des magnetischen Momentes p ergibt sich die Bahn
des Teilchens als Folge von kanonischen Transformationen. Durch das Liouville-
Theorem wird die flichenerhaltende und damit fluerhaltende Eigenschaft der
einzelnen Abbildungsschritte gewahrleistet, dies gilt wegen der Zufallsvariablen
1 jedoch nicht fiir die Folge der Abbildungsschritte.

Der Abstand zwischen Py und P; wird fiir alle Testteilchen festgelegt. Bei Py

wird eine Zufallsinderung von u angesetzt, die als Ergebnis der kleinen Winkel-




streuung zwischen Py und P; gedeutet werden kann; wogegen entlang der Bahn u
konstant gehalten wird. Wir setzen vorraus, da Py und P; in derselben Poloidal-
ebene liegen sollen, so dafl die Teilchen einmal entlang des Torus laufen miissen.
Dies fithrt zu den gewiinschten Poincaré -Plots und stellt die Grundlage eines

Verfahrens zur Berechnung der Diffusion von umlaufenden Teilchen im gestorten
Magnetfeld dar.

Die Teilchen bewegen sich auf einer Driftfliche und dabei treten keine Inseln
in der Driftfliche auf. Der Storterm a(v, 0, ¢) in der Hamiltonfunktion fiihrt dem
gegeniiber zu Inselbildung und Stochastizitiat der erwahnten Driftflichen. Dadurch
zeigt sich, daB stofBfreie Prozesse eine externe Stochastizitat von Driftflichen
verursachen konnen. Die Diffusion kann somit als ein Zufallsweg von Driftfliche zu

Driftflache verstanden werden.

Ausgehend von der Hamilton-Jacobi-Differentialgleichung wird die kanonische
Storungstheorie verwendet, um die Transformation T' =: Tp+ T3 herzuleiten. Diese
ergibt sich in 2 Schritten (7175)

(¢0160) = (P’ Q) e (¢1301)

zu den Transformationsgleichungen'?
P o + acos g
~ 1—bcosb
0; =0 + 27m¢(P) + b(sin 0 — sinfp) , (2.8)

Y1 =P — (a+ bP)cos by .

Die sich damit ergebende Transformation T, = T7T3T3, unter Einbeziehung
der Stérung o durch T3, wird dieser Herleitung zufolge mit den Gleichungen
Yo
Py =
'T144(00) (2.9)
01 =60 + g(6o) ‘

angegeben.

AbschlieBend ist festzuhalten, daB diese Transformationsgleichungen (2.8, 2.9)
fir Tp durch Nullsetzen der Variablen a, b mittels 61, 63 identisch mit den Gleichun-

gen (2.7) werden. Daraus ist zu erkennen, daB das Monte-Carlo-Verfahren der



Ablauf den n Transformationen T; des Koordinatenpaares Pp(¢n,0n) durch die

Variablen 6; und &, gewiirfelt wird.

Die Gleichungen (2.8,2.9) sind wesentlicher Bestandteil des im Kapitel 4 ver-

wendeten Transport-Codes MAP6BN und seinen Abanderungen.

2.2.2. ERLAUTERUNG ZUR STREUUNG DER TEILCHEN

Wie allgemein bekannt hangt der Gyrationsradius p|| von dem magnetischen
Moment p ab. p wird hierbei als Zufallsvariable betrachtet, die sich nach jedem
toroidalen Umlauf dndert. Bei der linearen Entwicklung von p| = Jo (¥) + f1(¢,0)

cer s . ] : —— - :
nach By tritt die Ableitung p' = g%l- auf. Diese a8t sich bei einem mittleren 7 der
I
Teilchen zu p’' = p'(@) + %%Eu entwickeln, da der Streuprozefl auf einen kleinen
Bereich A im p-Raum py < p < pg begrenzt ist. Da p'(fi) vernachlissigt werden

kann ist p’ proportional zu §x und damit eine Zufallsvariable.

Anstelle von 6 werden die Ausdriicke
p’51 =X = :i:XmaE, p’az =Y = iYma::

als vorzeichenbehaftete Zufallsvariablen, die bei unterschiedlichen Grenzen der
gleichen Statistik folgen, eingefiihrt. Es wird eine konstante Wahrscheinlichkeit
zwischen den Maximalwerten von X und Y angenommen. Im iibrigen sind diese
Zufallsvariablen nicht unabhéngig voneinander, weil X und Y proportional zu ép

sind.




3. Modell linearer Tearing Moden im zylindrischen Tokamak

Aus einer Anzahl von Experimenten (z.B. ASDEX,JET) ist bekannt, daf} das
Verhalten eines Tokamaks-Plasmas durch eine Fiille von makroskopischen Insta-
bilititen charakterisiert wird. Bislang gelten diese Instabilititen als nicht ganz
verstanden, konnen jedoch auf identifizierbare MHD-Moden (magnetohydrodyna-
mische Moden) zuriickgefiihrt werden. Es gibt im Prinzip 3 Instabilitdten und

zwar die
e Mirnov-Oszillation ,
e Sigezahn-Oszillation ,
e Disruption (Abbruch) .

Wahrend des Stromanstiegs im Plasma wird oft festgestellt, daB explosions-
artig magnetische Oszillationen auftreten. Diese Aktivitat von Mirnov!® und Se-
menov mit magnetischen Spulen entlang der Plasmaoberfliche gemessen. Die
azimutale Variation der magnetischen Fluktuationen erlaubten diese durch eine
abfallende Sequenz von m Zahlen zu identifizieren. Es ist wahrscheinlich, daf diese
m Moden Tearing Moden sind, die bei ¢ = m resonante Flachen in der Nahe der

Plasmaoberfliche besitzen.

Neben magnetischen Oszillationen konnen auch weiche X-Strahlen wahrend
eines Pulses emittiert werden. Es ist bekannt, dafl bei geniigend grofien Strémen
Oszillationen, die eine Sigezahn-Zeitabhangigkeit besitzen, auftreten. Die Ursache
dieser Oszillation wird mit einer m = 1 Instabilitit, die im zentralen Bereich des
Plasmas auftritt, erklart. Die Sigezahnform wird auf wiederholte Relaxation zu

einem stabilen Zustand zuriickgefithrt.

Disruptions (Zusammenbriiche) treten bei einer Reihe von Bedingungen auf
und sind ein komplexes Phinomen, das aus einer Folge von nur teilweise verstan-
denen Effekten besteht. Es wird im allgemeinen angenommen, dal der m = 2

Tearing Mode darin verwickelt ist.

Somit spielen Tearing Moden eine wichtige Rolle bei den beobachteten Insta-
bilititen und sind daher von wesentlichem Interesse bei weiteren Studien. In ihrer
nichtlinearen Form, mit der sie die magnetische Topologie des Plasmas verdndern,

storen sie die axialsymmetrischen Flichen und verursachen magnetische Inseln.
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Wenn Inseln unterschiedlicher Moden miteinander wechselwirken werden ma-
gnetische Flachen zerstort. Die magnetischen Feldlinien bilden somit nicht mehr
langer Flachen aus, sondern folgen stattdessen einer raumausfiillenden Bahn. In
solch einem Fall wird das Magnetfeld ergodisch bezeichnet. Ergodizitit verandert
sehr stark das Einschlufiverhalten des Magnetfeldes und fiihrt deutlich zu einem
Anwachsen des Verlustes, was spater noch in Kapitel 4 zu sehen sein wird.

In diesem Kapitel wurde bei der Beschreibung der Tearing Moden im wesent-

14

lichen auf die gelungene Zusammenfassung von Wesson'“ zuriickgegriffen.

3.1. BESCHREIBUNG LINEARISIERTER TEARING MODEN UND DEREN STABI-
LITAT

Die Tearing-Instabilitdt wird durch den radialen Gradient der Gleichgewichts-
Stromdichten verursacht und ist die Konsequenz einer endlichen Leitfahigkeit. Der
Name Tearing dieser Storung leitet sich vom Zerreilen und Wiedervereinen der
magnetischen Feldlinien ab.

Diese Instabilitit wurde erstmalig in den Arbeiten von Furth!%1® und Glas-

17

ser'’ am Modell eines linearisierten zylindersymmetrischen Plasmas mit den Ko-

ordinaten (r,0, z) analysiert.

Ausgehend von einem Koordinsatensystem (r, 8, ) ergeben sich die Magnet-

18,19

feldliniengleichungen, wie schon durch viele Authoren gezeigt. r ist der Ra-

dius, @ der poloidale und ¢ der toroidale Winkel, mit der Periode 27, dieses Sy-
stems. Mit der Definition des Sicherheitsfaktor ¢ bzw. der Rotationstransforma-
tion ¢ und den Magnetfeldliniengleichungen ergibt sich allgemein nach Wesson der

Sicherheitsfaktor zu
_1_rBy
1= T RB,

unter der Annahme eines groflen Aspektverhaltnisses.

(3.1)

Das Wachstum der Instabilitdt des gestorten Plasmas ist relativ langsam, so
dafl vereinfachend ein M H D-Kraftegleichgewicht angesetzt werden kann. Daraus
ergibt sich, bei Annahme eines grofien Aspektverhiltnisses sowie der Verwendung
des Ampére-Gesetzes, mit dem Ansatz B = (B, By, By) fiir das Magnetfeld, die

linearisierte Gleichung!*

By nq) d, d 9 dj
ot 4 WY (ol 5,8 — = — . 3.2
por? (1 m (dr (rdr (rBr)) = m=Br drBr (3:2)
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B, wird hierbei als die radiale Storung betrachtet, 7 ist die Gleichgewichtsstrom-
dichte und By das poloidale Magnetfeld. B, ist proportional ezp(vyt + imf — ing)

mit v als Wachstumsrate.

Die Terme der linken Seite der Gleichung (3.2) reprisentieren die stabilisie-
renden Auswirkungen der Magnetfeldkrimmung, wobei diese an der resonanten
Fliche r = rs, wo m = ngq ist, zu Null werden. Der rechte Term stellt die Storung
durch den Stromgradienten dar. Gleichung (3.2) beschreibt die Struktur der Insta-
bilitidt iber den ganzen Bereich von 0 < r < rg mit Ausnahmen in dem schmalen
Gebiet entlang der resonanten Fliche . In diesem Gebiet, in dem Gleichung (3.2)
nicht mehr gilt wird mit Hilfe der linearisierten Form der Rotation des ohmschen

Gesetzes zusammen mit Faraday’s und Amperé’s Gesetz die Gleichung!?
. n
vBy — By (m — nq) vy = ‘u—m_Vz(rB,ﬁ) (3.3)

gewonnen. Es ist zu erkennen, dal der Term, von v X B herrithrend, an einer
resonanten Stelle Null wird. Daher wird in der Nahe dieser Fliche die resistive

Diffusion, reprisentiert durch den rechten Term von (3.3), von grofier Bedeutung.

Die Losung beider Differentialgleichungen (3.2) und (3.3) ergibt den allge-
mein bekannten Verlauf'4 des Feldes By(r). Aus diesem Verlauf ist zu erkennen,
dafl id‘l?}l(av') ein Sprung an der Stelle r = r; macht, womit die Quantitat

dBy |75+
Al = & Iri—e (3.4)
Br"’s

bestimmt wird. Die Gleichung (3.4) zeigt nun, da8 der Mode instabil wird, wenn

A’ > 0 ist, sowie stabil wenn A’ = 0 ist.

Die unabhingige Variable By aus Gleichung (3.2) wird im allgemeinen durch
die poloidale Flufifunktion 1 mit

By = — (%) ?9—15 e -—im% (3.5)

ersetzt. Gleichung (3.2) wird dannach zu
2 dj
1d(ﬂ)HT_ __a%_)¢:0 (3.6)

rdr ' dr r2 Qﬂ(l_.ﬂ
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und (3.4) ergibt demnach

¢|fa

Die Losungen flir By und % sind singuldr an der resonanten Fliche und wurden

di rste
Al'= arlnte . (3.7)

durch frithere Arbeiten numerisch bestimmt. Es ist festzuhalten, daf fiir geniigend
grofles m, abhéngig vom Stromprofil, Tearing Moden stabil sind und die GroBe A/

eine entscheidende Aussage zur Stabilitit!® liefert.

AbschlieBend sei noch kurz auf das Verhalten der Inseln, die durch Tearing
Moden verursacht werden, hingewiesen. Wie aus den Arbeiten von White2? et al.
und Rutherford?! zu sehen ist, ergibt sich eine Gleichung zur Beschreibung des
zeitlichen Verhaltens der Inselbreite mit deren Hilfe das Wachstum w(t) sowie die

Sattigung (saturation) w, der Inseln bestimmt werden kdnnen.

3.2. MODELL ZUR ERZEUGUNG LINEARER TEARING MODEN

Zur spateren Berechnung des Transportes eines Tokamak-Plasmas wurde
es notwendig, die Auswirkung der Magnetfeldstérung By = By(r) auf die
Wirkungsfunktion S(v,8) (2.4), analog zu Kapitel 2, zu bestimmen. Wie wir aus
diesem Kapitel wissen, ist die erzeugende Funktion jene, die die Abbildungsglei-
chungen hervorbringt. Diese Gleichungen werden beim Abbildungsverfahren®?,

wie es in spateren Programmcodes verwendet wurde, benétigt.

In Abschnitt 3.1 ist die Stérung By(r) wiedergegeben worden. Diese stellte
die Losung der Gleichung (3.2) des linearisierten Modells dar. Da nun die
Storung Si(v,0) mit den magnetischen Koordinaten (,8) die Wirkung von B
reprasentieren sollte, mufite S; = h(,6) durch den Verlauf der Stérung By wie-
dergegeben werden. Dies erreichten wir durch die Funktion

1
L [, L. . 1=1,2,3...n , (3.8)

()

wobei 9y; das Maximum dieser Funktion ist. Mit Hilfe des Fourier-Ansatzes, wie

schon in Kapitel 2 gezeigt, wird hier die Stérung mit

K 4
h(‘l,[)l, 90) = E —l—l—tg—l Slnfeg (3.9)
rt 1+ (

‘G-E‘ = pof e~
N

kl
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angesetzt. Mit den Ableitungen (2.2) werden die Abbildungsgleichungen fiir T =
To + fl zZu

oh
Yo =t1+ -
L
- (3.10)
01 =0g + 2me(p1) + —— 90y
Die partiellen Ableitungen der Gleichung (3.9) sind
1
SR e _1__ .
300 21: 1_|_(.!fiL jcoslp (3.11)
ki
l
1y 1- (&
B = %’)‘_ =3 %1;,12 ! (G g sinlly . (3.12)
1 Y
(1 + ('.bu) )
Gleichung (3.10)a
oh
Yo=1v1+ 59—0(11’1,90)
wird iterativ mit einem Newton-Verfahren aufgelést. Dazu wird
Yo =9+ f(¢) (3.13)

iterativ geldst (f(¥) = h(,8p)).
Nach der Bestimmung der Koordinate ¢ kann nun auch die zweite Koordinate
01 des Punktes Py(y1,0;) berechnet werden. Es ergeben sich somit nach meheren
Iterations-Schritten, bei festgehaltenem 6, die neuen Abbildungsgleichungen?? fiir
T =: Ty + T} mit
¥1 =v1(v0,0) »
01 =00 + 2me(1) + B’ (1, 00) -

Diese Gleichungen (3.14) wurden im Code MAP2 benutzt, der zur Erzeugung der

(3.14)

Poincaré -Plots einer Mehrfach-Inselstruktur dient.

Daneben wurde fiir die Erzeugung des Transportcodes einer solchen Magnet-
feldstruktur die Abbildungsgleichungen fiir T5 analog zu Abschnitt 2.2 iiber die
Wirkungsfunktion

S3 = 100 + ' (¥1,00) (3.15)
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hergeleitet. Diese ergeben sich zu

1»bl :¢1(¢0’ 00) ’

, (3.16)
61 =00 + h'(¢1,00) -

Im AnschluB an diesen Abbildungsschritt 75 wird wieder der iibliche Abbildungs-
zyklus T7T) mit den Gleichungen (2.8)

p =Yotacost
~ 1—bcosé
0y =0 + 2me(P) + b(sin; — sinfp) , (3.17)

¥1 =P — (a + bP) cos 03

des Transportcodes durchlaufen.

Mit T5 erhalten wir auf diese Weise die neuen Gleichungen der Abbildung
fp = T1T2f3, die im Transportcode MAP62 verwendet wurden.

15




4. Ergebnisse der numerischen Berechnungen

Mit den in Kapitel 2 und 3 erwidhnten Abbildungs-Formeln wurden die Pro-
grammcodes MAPI, MAP2, MAP6N und MAP62 in friiheren Arbeiten®7:12 entwic-
kelt. Hierbei erzeugen die Codes MAPI und MAP2 die charakteristischen Inselplots
sowie MAP6N und MAP62 die fiir den Transport relevanten Verlustrate-Plots.

Ziel der Untersuchung in diesem Kapitel ist es, die Auswirkungen von Inseln
auf die Diffusion von Testteilchen zu bestimmen. Diese Untersuchung umschliefit
sowohl die Magnetfeldkonfiguration des Stellarators (Abschnitt 4.2) als auch die
des Tokamaks (Abschnitt 4.3).

4.1. ALLGEMEINES ZUR FUNKTION UND AUSGABEDATEN DER VERWENDE-
TEN CODES

Die hier verwendeten Programme und ihre Abidnderungen teilen sich in 2 Grup-

pen auf:
e MAPI und MAP2
Zur Erzeugung der Magnetfeld-Konfiguration des Stellarators oder Tokamaks.
e MAP6N und MAP62

Zur Berechnung des Verlustes eines Stellarators oder Tokamaks.

4.1.1. BESCHREIBUNG VON FUNKTION UND AUSGABEDATEN DER PRO-
GRAMMCODES MAPI UND MAP2

Die Codes MAPI und MAP2 erzeugen durch ihr n-faches Abbildungsverfahren
eine Punktmenge Py (tn,0r), die in einem Poincaré -Plot mit den Koordinaten

und @ dargestellt werden.

Anhand dieses Plots (Bild 1) konnen wir die Inselbildung sowie Stochastizitat
erkennen und verfolgen. MAPI und MAP2 unterscheiden sich darin, da MAPI die
Abbildungsgleichungen von T und MAP2 die von T verwendet. Dadurch lassen
sich sowohl einfache Inselketten sowie Mehrfachinselstrukturen (Tearing Moden)

erzeugen.
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Abb. 1: Poincaré -Plot mit den Koordinaten v und 0

4.1.2. BESCHREIBUNG VON FUNKTION UND AUSGABEDATEN DER PRO-
GRAMMCODES MAP6N UND MAPG62

Das Verfahren zur Untersuchung der Auswirkung von Inseln auf die Diffusion,

welches in den Codes MAP6N und MAP62 verwendet wurde, ergibt sich wie folgt:

Eine Probe von N, Teilchen wird auf einer gegebenen magnetischen Flache
1s gestartet und bei einer zweiten Flache 1, gesammelt. Falls ein Teilchen die
Begrenzungsfliche ¢, erreicht, wird es durch ein neues auf der inneren Fliache ),
ersetzt. Wird dagegen ein Teilchen durch Stofie zum Plasma-Inneren hin trans-
portiert, so wird dieses bei Uberschreiten eines Toleranzbereichs 99 — € auf die

Startlinie zuriickgesetzt. Dies kommt der Wirkung eines Reflektors gleich.

Somit ist die Anzahl der Teilchen, die sich im Bereich ¥, — 9g + € aufhalten,
konstant Np. Nach einer Anlaufphase wird ein stationdrer Zustand erreicht und
die Verlustrate der Teilchen kann mit dem Fluf durch die Begrenzungsflache 1
berechnet werden. Die Startpunkte der Teilchen werden bei niedrigen Werten
der Storamplitude K mit Ty, berechnet und spater bei héheren Werten durch
die Teilchen mit der konstanten i-Koordinate 1y ersetzt. Die suksessive Folge
der Abbildung Tp = T1T3T3 ergibt mit einer Zufallsdnderung von X und Y, nach

jedem iterativen Schritt, die Teilchenbahnen .
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Die Teilchen selbst werden durch ihren Gyroradius P| charakterisiert. Wie
schon in Kapitel 2 erwéahnt variieren die Zufallsvariablen X und Y zwischen & Xmaz
und +Yjmqez und stellen die Streu- bzw. Stofiparameter dar. Diese beiden Para-
meter Xmaz = p'6; und Yymaz = p'62, beschreiben den kombinierten Effekt des
Gyroradius, der Stoffrequenz und geometrische Auswirkungen auf die Driftbah-
nen. Die Auswirkung dieser beiden Parameter auf den Verlust wird in spateren
Analysen ( Abschnitte 4.2.5,4.3.4 ), bei denen §; = 8 = 6 gewihlt wurde, genauer

untersucht.

Die Programme MAP6N und MAP62, sowie ihre Abdnderungen erzeugen beim
Ablauf Ausgabedaten in Form von 4 Plot-Diagrammen, die im folgenden erklart

werden:

1. Poincaré -Plot

2.5
2.0 ° MAPBNS
i K_ = 0.050
L]
v =0.390
s ] ' =0.010
5 ° . g .: = 0.000
1.54 " . = g y. =0.100
] e ; . y: = 2.000
- 4% =0.0050
0 &' =0.0050
[« 2
N = 500
NS = 10000
1.0
0.5
0.0 — — T ',“ e Y 'd: é’.
@ il =
< S 8 g 8 4 8 a8

THETA-0

Abb. 2: Poincaré -Plot der Testteilchen mit den Koordinaten v und 0

Mit dem Programm-Parameter PSIPLOT=1 wird der Algorithmus zur Be-
rechnung der Teilchen-Positionen nach n-facher Abbildung Tp,

T;? : (¢0’90) = (d’l;gl) = (11)2:92) ... (¢n38n) )

Tr::t : (¢!6) - (¢81:981) = (¢82’ 982) — ... (¢8ﬂa asn) )
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aktiviert. Die Berechnung der Startwerte fiir die Abbildung T}, erfolgt hierbei iiber
die Abbildung T},. Als Ergebnis werden diese Punkte in dem Koordinatensystem
(¥,0) graphisch dargestellt (Bild 2). % ist hierbei die FluBkoordinate und 6 der
poloidale Winkel, der von 0 bis 360 Grad liuft.

2. Normalisierte Verlustrate

e10™

a] MAPENS

K‘ =0.050
. =0.390
v =0.010
i =0.000
y =0.100
y  =2.000

a I, = 0.0050
'] = 0.,0050
2

NP = 500

NS = 10000

n NL = 1454

NORMALIZED LOSS RATE

0.0 0.1 0.2 0.9 0.4 0.5 0.8 0.7 0.8 0.9 1.0 gfdp

Abb. 3: Normalisierte Verlustrate L aufgetragen tiber der Anzahl der Schritte N,

Mit dem Programm-Parameter LRPLOT=1 wird die Berechnung und Dar-

stellung der normalisierten Verlustrate L,

In— ANy Verlustteilchen (4.1)
= AN,  Zeitschritt — Intervall '
I= Lo _ Verlustrate (4.2)

~ Np  Teilchenzahl ’

aufgetragen tiber der Anzahl der Schritte N, ausgefithrt. N; beschreibt dabei
das n-fache des toroidalen Winkels ¢ = 27, der der Zeitkoordinate t entspricht,
wie dies in Kapitel 2 beschreiben wurde. Die Darstellung dieser zeitabhdngigen

Verlustrate L ist am Beispiel von Bild 3 gegeben.

3. Gesamtzahl der Verlustteilchen
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Abb. 4: Gesamtzahl der Verlustteilchen N aufgetragen tber der Anzahl der
Schritte Ng

Die Gesamtzahl der Verlustteilchen N, wird in Bild 4 {iber der Anzahl der
Schritte N, aufgetragen. Dabei ergibt das Anlegen einer Ausgleichsgeraden die
normalisierte Verlustrate L als Steigung im stationdren Zustand. Mit dieser 1afit

sich tiber die Beziehung
T~ L'"l (4.3)
die Einschlufizeit 7 berechnen.

Wie in Bild 5 zu sehen ist, kann aus den berechneten Zwischenwerten leicht

fiir unterschiedliche K-Werte die Verlustrate ermittelt werden.
Beispiel: K =0.05
AN 1168 — 364

Lo = = = 0.402
0~ ANg 2000
Normierte Verlustrate L
Lo 0.402 _3
L=—=——=0.804-10
N, ~ 500

Vergleich mit Programmergebnis:

L, =0.778-1073
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Abb. 5: Verlustraten unterscrscusscrve. —_

4. Dispersions-Plot

2000

{— 1500

- 1000

- S00

3000

Eine weitere Option des Codes MAP6N und seiner Anderungen ist die Be-

rechnung des Diffusionskoeffizienten D {iber der Zeit. Im Gegensatz zu anderen

Bestimmungen des Diffusionskoeffizienten, wie z.B. bei Boozer

2,3

, wird hier der

Diffusionskoeffizient nicht iber dem Ort (x,y) aufgetragen, sondern iiber der zy-

klischen Koordinate ¢ des Phasenraums, berechnet. ¢ entspricht dabei der Zeit-

koordinate t.

Im folgenden seien kurz die verwendeten Gleichungen beschrieben. Ausgehend

von der Koordinate ¢; des Teilchens
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Abb. 6: Verlauf des Diffusionskoeffizienten D tber der Anzahl der Schritte N,

ergibt sich mit der Intervallbreite A, der Anzahl der Zeitschritte Ns und der
Teilchenzahl Np, der mittlere Diffusionskoeffizient < D >:

_<¢¥r>i—<y>Y

D 4.6
1 23‘A ] ( )

N,
<D>=—> D; (4.7)

84=1

Daraus la8t sich die mittlere quadratische Abweichung
N,
s (D;— < D >)?

o= > (D; ) (4.8)

1=1 Ns

ableiten. Mit dem entsprechenden Parameter DISPLOT=1 und den vorangegan-
genen Gleichungen (4.4-4.8) erzeugt der Code den Dispersions-Plot von Bild 6.

Es wurde bei den nachfolgenden Untersuchungen auf die Auswertung des Dif-

fusionskoeffizienten verzichtet.
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Abb. 7: Begrenzungsfliche 1ty in der 1,0-Ebene

4.1.3. ABANDERUNGEN DER PROGRAMMCODES MAP6N UND MAPG2
e 1.Abanderung

Bei spateren Untersuchungen des Verlustes von Teilchen mittels MAP6N und
MAP62 sollte der Code so geandert werden, dal die angenommene Begren-
zungsfliche v, mit den Koordinaten (v4;,0;) nicht mehr durch eine konstante
Linie dargestellt wird, sondern durch eine begrenzende magnetische Fliche. Zu
diesem Zweck wurde das gleiche Abbildungsverfahren Ty, der Startfliche 9, fiir
die Begrenzungsfliche vy benutzt. Daher wurde in die neuen Codes MAP6N4
und MAP63 ein Unterprogramm eingefithrt, da8 sowohl Start- als auch Begren-
zungsfliche berechnet. Bild 7 zeigt eine solche Begrenzungsfliche in der v, 6-
Ebene. Die Flachen 1 und 1 bestehen nun aus einer endlichen Zahl von Punkten
mit den Koordinaten (;,0;) sowie (¢;,0;;). Da 8); und 6; im allgemeinen nicht
die gleichen Werte haben, ist die Kontrollabfrage 9 < v zwischen diesen beiden
Koordinatenpaaren (13, 8;) und (¢, ) nicht korrekt.

Mit Hilfe einer linearen Interpolationsroutine (LIPOL) wurden an den Stellen
0 =1°,2°,3°... die entsprechenden (¥, 0;;) Werte bestimmt. Dadurch wird der
Bereich von 6 in 360 Intervalle von 1° aufgeteilt und somit 360 Koordinatenpaare

(¥p:,0p;) berechnet. Die obere Bereichsabfrage besteht nun darin, dafi die zu
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kontrollierenden Koordinatenpaare (1;, ;) den jeweiligen Intervallwerten (155, 0

zugeordnet werden.

e 2.Abédnderung
Die Berechnung der Startfliche ) bei den Codes MAP62 und MAP6N mit

dem approximativen Abbildungsverfahren erwies sich bei Berechnungen des Ver-
lustes mit héheren Werten der Stéramplitude als Fehlerquelle (Stochastizitdt der
Startfliche). Um solche Berechnungen jedoch mdglichst genau durchzufihren
mufite die Startwertroutine abgeindert werden. Der Algorithmus dieser Routine
wurde durch eine Formel zur Bestimmung der Startlinie mit konstantem s ersetzt.
Daher starten alle Testteilchen gleichverteilt iiber 360° auf einer Linie 15 = 1.
Die abgeinderten Codes wurden mit MAP64 und MAP6NO bezeichnet.
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4.2. UNTERSUCHUNG EINER EINFACHEN INSELKETTE AM BEISPIEL DES
STELLARATOR- PROFILS

In diesem Abschnitt wird auf die Ergebnisse der Transportberechnungen am
Beispiel der Stellarator-Magnetfeldkonfiguration ausfiihrlich eingegangen. Wie be-
reits aus fritheren Berichte®7 bekannt ist, ergeben sich fiir ¢ = % und £ = % mini-
male Einschluflenergien. Somit entstehen bei diesen beiden t~Werten Hauptinseln.
Es soll hier eine Nebeninselgruppe bei ¢ = 2 das Ziel der Untersuchung sein. Diese

Untersuchung teilt sich dabei in 2 Teile auf:
e Die Verfolgung der Entwicklung von Inselketten
e Die entsprechenden Verlustrateberechnungen.

In Abschnitt 4.3 wird bei der Untersuchung einer Mehrfach-Inselstruktur nach

dem gleichen Schema vorgegangen.

Das in Kapitel 2 beschriebene Transport-Modell, da} den Ansatz
K .
h(1,00) = ¥19(00) = 1 - 3~ sinlfo
l

fiir die Storung beinhaltete, brachte die Abbildungsgleichungen (2.7-2.9) hervor
(K; ist die wahlbare Stéramplitude). Fiir n-fache Abbildungen werden die Glei-
chungen (2.7) der Abbildung T' in dem zur Untersuchung der Magnetfeldtopologie
bereitgestellten Code MAPI benutzt, wogegen die im Code MAP6N verwendeten
Gleichungen (2.8,2.9), Gleichungen der n-fachen Abbildung Tp = T1T5T3, sind.

4.2.1. BEISPIELE UNTERSCHIEDLICHER - WERTE ( W7-A,WT7-AS )

Zu Beginn der Untersuchung sei noch kurz auf die Uberpriifung der &Werte
an den resonanten Flichen iy hingewiesen. Mit ¢(¢)) = %' lassen sich daher die

Anzahl der Inseln einer Kette wie folgt bestimmen.
a) Inselkette 1 (W7-A)
tp =031, £ =01, =0
Yo = 1.0

0(1[;0) ~0.314+0.1-1.0=041 - v~ n=25: b5 Inseln

oo

b) Inselkette 2 (W7-AS)
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tp = 0.39, 1 = 001, by = 0

Yo = 1.0
2
#(1p) =0.39+0.01-1.0 =0.40 — ¢ = g B= 5: 5 Inseln
c) Inselkette 3
tg =0.323, £ =0.01, & =0
1!)0 ~ (0.6
1
() =~ 0.323 + 0.01- 0.6 = 0.329 — ¢ = g = 3: 3 Inseln

Bei spateren Transportberechnungen wurden nur Inselkette 1 und 2 beriicksichtigt.

4.2.2. DIE ENTWICKLUNG EINER INSELKETTE MIT 5 INSELN AM BEISPIEL
DES STELLARATORS

In der Veroffentlichung von Wobig®7 wurde bereits das Verhalten des Magnet-
feldes vom Stellarator W7-A unter der Annahme von gestérten Fliachen numerisch
untersucht, und mit experimentellen MeBergebnissen verglichen. Es zeigte sich wie
schon erwihnt, daB der PlasmaeinschluB bei den Hauptinseln ¢ = % und ¢ = %

seine Minima hat.

Mit Hilfe des Programmcodes MAPI der damaligen Untersuchung sollen hier
nur 2 Magnetfeldkonfigurationen (Inselkette 1 und 2) vom Typ des Stellarators
in einer suksessiven Entwicklung dargestellt werden. Der Kontrollparameter ist
dabei die Amplitude K der externen Stérung «. Die dabei erzeugten Poincaré
-Plots sind von grofiem Interesse fiir die spiter folgenden Interpretationen der

numerischen Ergebnisse des Transportcodes MAP6N.

Im folgenden werden nun die Inselplots in Bild 8-10 mit dem ¢-Profil des
Stellarators W7-A, sowie in Bild 11 die des Typs W7-AS behandelt.

e Inselkette 1

Wir betrachten in Bild 8a eine Magnetfeldkonfiguration bei ¢ = %(to =
0.31, t; = 0.1, &, = 0) mit einer Stéramplitude K = 0, um die Magnetflichen
auf diese einfache Art zu erkennen. Danach wird suksessiv die Amplitude K der

hoheren Fourierharmonischen um AK = 0.05 erhoht. Wie sich zeigt tritt bereits

26




2.5 a) 2.5 b)

Abb. 8: Poincaré -Plots der Inselkette 1 ( &y = 0.31,¢; = 0.1) bet unterschiedlichem
K :a)K =0,b)K = 0.05,c)K = 0.10,d)K = 0.15,¢)K = 0.20, f) K = 0.25
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Abb. 9: Poincaré -Plots der Inselkette 1 ( ey = 0.31,¢; = 0.1) bet unterschiedlichem
K :a)K =0.30,b)K = 0.35,c)K = 0.40,d)K = 0.45,¢) K = 0.50, f)K = 0.55
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Abb. 10: Poincaré -Plots der Inselkette 1 ( ¢y = 0.31,¢; = 0.1) ber unterscniea-
chem K : a)K = 0.60,b) K = 0.65,¢) K = 0.70,d) K = 0.75

!

bei K = 0.05 die Inselgruppe n=>5 mit den 5 Hauptinseln auf. Mit weiterem An-
wachsen der Inseln tritt Stochastizitdt zwischen diesen auf. Dieser stochastische
Anteil verstarkt sich danach soweit, bis die 5 Inseln bei K = 0.3 von stochasti-
schem Gebiet umgeben sind (”Inseln im stochastischen See”). Verfolgen wir nun
die weitere Entwicklung bei Erhéhung um A K so zeigt sich bei K = 0.6 (Bild 10a)
eine Hauptinselaufteilung, d.h. 4 kleinere Inseln wachsen aus einer Insel heraus.
Dieser Vorgang wird uns noch starker in Kap 4.3 beschéftigen und soll hier nicht

naher untersucht werden.
e Inselkette 2

Neben der Magnetfeldstruktur des Stellarators W7-A wurde auch die des Typs
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W7-AS untersucht (Bild 11). Wie zuvor gehen wir von der gleichen rationalen Zahl
t= % mit verandertem ¢; = 0.39 und & = 0.01 aus. Damit treten wiederum 5
Inseln auf, wobei durch die geringere Verscherung ¢/ = ¢; (¢; = 0.01), im Vergleich
zur vorhergehenden Inselkette 1 (¢; = 0.1), groflere Inselbreiten bei Variation
der Storamplitude K erzeugt werden. Dies ist von Vorteil, um im spateren eine
qualitative Aussage bzgl. des Verlustes in der nicht stochastischen Phase des

Magnetfeldes zu machen.

4.2.3. BESTIMMUNG VON INSELBREITEN

\ O-Punkt ° Separatrix

Abb. 12: Geometrie einer magnetischen Insel in der ,0-FEbene

Im weiteren Verlauf ist die Grofle einer Insel von Interesse, um eine Aussage
beziiglich ihrer normierten Breite machen zu konnen. Dies wird bei spateren Aus-

wertungen der Verlustraten bendtigt.

Bei dieser Arbeit wurde die Inselbreite A (Bild 12) rein empirisch bestimmt,
daher geometrisch vermessen. Die exakte Bestimmung der Inselbreite wurde schon

in Veroffentlichungen wie die von Wobig” behandelt, nach dem die Inselbreite A
mit der Gleichung

€
Ay = 4420 (4.9)

bestimmt wird. Dabei ist

(4.10)
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Abb. 18: Verlustkurven der Inselkette 1 tm Bereich zwischen g9 = 0.6 und 0 =
1.4 mit § = 0.005 und K =0 bis K = 0.15, a)linear, b)logarithmisch

die Rotationstransformation,
,  de
t = —
di
die Verscherung und ¢ ,, der Fourierkoeffizient. Allgemein ergibt sich aus diesem

Gesetz, da die Inselbreite mit v/ A anwichst (K ist hier die Stéramplitude).

4.2.4. ERGEBNISSE DER TRANSPORTBERECHNUNGEN BEIM STELLARA-
TOR IM BEREICH ZWISCHEN ZWEI UNGESTORTEN MAGNETISCHEN
FLACHEN

Die folgenden Ergebnisse wurden mit dem Code MAP6N4, der den Verlust von
Teilchen zwischen 2 ungestdrten magnetischen Flachen berechnet und MAP6N, der
eine kiinstliche konstante Begrenzung ¥, benutzt, erzeugt. Es werden dabei die
Diffusion beim Typ W7-A (Inselkette 1) sowie W7-AS (Inselkette 2) untersucht.

Die zweite Inselkette ist dabei, wegen ihrer geringeren Verscherung und der
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Abb. 14: Verlustkurven der Inselkette 2 im Bereich zwischen 5o = 0.1 und ¢g =
2.0 mit 6 = 0.005 und K =0 bis K = 0.15, a)linear, b)logarithmisch

damit verbundenen lingeren nichtstochastischen Phase gegeniiber der ersten Insel-

kette, von groferem Interesse fiir die Untersuchung zwischen ungestorten Flachen.

e Inselkette 1

Bild 13 zeigt nun die berechneten Verlustraten im stationdren Zustand der
Inselkette 1 iiber der Amplitude der Storung K aufgetragen. Es wurde hierbei
K von 0 bis zum kritischen Wert K. =~ 0.15 variiert. K, beschreibt dabei den
Wert von K, bei dem die Diffusion von Feldlinien aus einem Gebiet 9 — 15
einsetzt bzw. die Begrenzungsfliche stochastisch wird. Die Berechnungen wurden
mit einer Probe von 500 Testteilchen, der Startfliche g = ;90 = 0.6 und der
Begrenzungsfliche 1o = 0 = 1.4, sowie einem StoBSparameter von § = 0.005
durchgefiihrt. Der Reflektor wurde mit 15 — € = 0.4 festgelegt.

Bei K = 0 ergibt sich eine Verlustrate von L = 0.534 - 1073 fiir beide Codes
MAP6N und MAP6N4. Erhéhen wir die Stéramplitude auf K = 0.15, so ergeben
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Abb. 16: Verlustrate L tber normierter Inselbreite ﬁ der Inselkette 1 (a) und
Inselkette 2 (b)

sich fiir MAP6N eine Verlustrate L = 3.1- 1073 und MAP6N4 die Verlustrate L =
2.3-1073 . Diese starke Abweichung zwischen den beiden Programmen, und daher
die hohere Verlustrate bei MAP6N, ist auf die kiinstliche konstante Begrenzung 1
bei diesem Code zuriickzufiihren. Auf diese Feststellung soll ausfiihrlicher bei der
Untersuchung der zweiten Inselkette eingegangen werden. Wir betrachten jetzt das
genauere Ergebnis des Verlustes zwischen zwei geschlossenen Flachen und stellen

fest, da8 sich die Diffusion bei dieser Inselkette um ca. 360% (Bild 16) gegeniiber
dem ungestorten Magnetfeld erhoht.

e Inselkette 2

Die Berechnungen des Verlustes der zweiten Inselkette (f = 0.39,8; =
0.01, s, = 0) wurden ebenfalls mit einer Probe von 500 Testteilchen und gleichem
StofSparameter § = 0.005 durchgefiihrt. Der zu untersuchende Bereich 9y — s
wurde hier mit ¢ = 159 = 0.1,¢ = 0.1 und ¥4 = thpo = 2.0 grofer gewahlt, da
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sich die Inseln erheblich grofier ausbilden als dies zuvor der Fall war.

Die ermittelten Verlustraten sind in Bild 14 dargestellt. Bei K = 0 ergibt
die Verlustrate fiir beide Codes den Wert L = 0.11 - 1073, Betrachten wir nun
den weiteren Verlauf so ist festzustellen, daB die Ergebnisse von MAP6N und
MAP6N4 jetzt bereits bei einem Stéramplitudenwert K = 0.05 von einander ab-
zuweichen beginnen. Dieser Effekt verstirkt sich noch etwas und bleibt danach
relativ konstant. Vergleicht man dies mit Bild 11, so stellt man zwangslaufig fest,
daB die Inseln bereits zur Maximalgréfe ¢, = 2.0 (Bild 11b) angewachsen sind. In
Bild 11c iiberschreitet die Insel bereits die 1 = 2.5 Marke und erreicht schliefllich
in Bild 11d den 1 = 2.8 Wert. Die Abweichungen zwischen den Ergebnissen von
MAP6N (L = 3.95-10~3) und MAP6N4 (L = 3.1-1073) bei K = 0.15 lassen sich
durch die kiinstlich gezogene Begrenzungslinie 1), bei MAP6N erklaren. Dies ist
bei einer Gegeniiberstellung in Bild 15 deutlich zu sehen, wo das Zirkulieren von

Testteilchen in den Inseln zu einem Differenzbetrag des Verlustes zwischen beiden
Codes fiihrt.

e Verlustrate iiber normierter Inselbreite

Eine weitere interessante Darstellung der Diffusion lag in der Darstellung der
Verlustrate iiber der normierten Inselbreite ﬁ—;, da hier der Zusammenhang zur
InselgroBe (A ~ v/K) stirker zur Geltung kommt. In Bild 16a und Bild 16b ist
jeweils der Verlust fiir Inselkette 1 und 2 dargestellt. Wie in diesen Abbildungen
zu erkennen ist, ergibt sich ein noch stirker gekriimmter Verlauf, als dies in den
vorhergehenden Darstellungen der Fall war. Wir koénnen eine Halbwertsbreite
Ag= ﬂ“%—"’ﬂ der Insel einfithren, welche den Verlust bei halbausgefiilltem Gebiet
(¥ —s) durch die Insel angibt. Es ergibt sich so, dal bei Inselkette 1 der Verlust
Ly um 40% (L = 0.7-1073) anwichst, gegeniiber einem Gesamtanstieg von 360%
(L = 2.3-1073). Fiir Inselkette 2 ergibt sich ein Anstieg um 100% (Ly = 0.2-107%),
Die Verlusterh6hung bei ﬁ = 1 liegt hier bei 300% (L = 0.4-1072) und damit

in der GroBenordnung des Verlustes von Inselkette 1.

AbschlieBend ist festzuhalten, daB die Inselbildung selbst noch keine gravie-
renden Verlusterhéhungen (Lg) mit sich bringt. Erst die Endphase des Insel-

wachstums verstiarkt den Verlust drastisch.

36




0.20
r
L
0.20

MAPENO

1S

L

Verlustrate
0.10

'l "

“0.10

§=0.005

rrr—r—r—r T

S SS e
.0 0.1 0.2 0.
Storamplitude K

o 0.00

Abb. 17: Verlustraten mit unterschiedlichem 6 (§ = 0,0.005,0.025,0.05) tber K
von K =0 bis K = 0.30 am Beispiel der Inselkette 1

4.2.5. WEITERFUHRENDE BERECHNUNGEN MIT UNTERSCHIEDLICHEM STOS-
SPARAMETER ZWISCHEN ZWEI GESTORTEN FLACHEN BEI ERHOHTER
STORAMPLITUDE

Im vorangegangenen Abschnitt wurde die Diffusion von Testteilchen zwischen
2 ungestorten magnetischen Flichen bei konstantem StoSparameter untersucht.
Es stellte sich nun die Frage, in welchem Ma#f sich die Diffusion verstarkt, wenn

wir die Storamplitude K weiter erhéhen.

Um diese Berechnungen durchzufiihren wurde der Code MAP6NO benutzt, bei
dem die Begrenzungs- und Startfliche eine kiinstliche Linie 1, und g ist. Bei
nachfolgender Untersuchung wurde wieder Inselkette 1 (¢ = 0.31,£; = 0.10,65 =
0) im Bereich 159 = 0.6,%,0 = 1.4 mit ¢ = 0.2, sowie die gleiche Teilchenzahl
500 gewahlt. Wird der Kontrollparameter K weiter bis zu K = 0.65 erhoht

(Bild 17,18), so zeigen die Kurven parabelférmige Verldufe, was einem klassischen
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von K =0 bis K = 0.65 am Beisptel der Inselkette 1 a)linear, b)logarithmisch

Diffusionsproze8 nahe kommt.

Daneben ist in Bild 18 zu erkennen, dafl der grundsatzliche Zusammenhang

von Stoflparameter und Verlust umgekehrt wird. Fihrte im Bereich 0 < K < 0.15

(Bild 17) noch eine grofiere Stoffrequenz zu einem hdheren Verlust, so ergibt sich

fiir K > 0.4 nunmehr eine Inversion dieses Verhaltens. Daher tritt mit zunehmen-

dem Stofiparameter, bei gleichbleibender Stéramplitude K, eine Verlustminderung

ein. Dieses Verhalten soll in Abschnitt 4.4 weitergehend untersucht werden.

38



4.3. UNTERSUCHUNG EINER MEHRFACH-INSELSTRUKTUR AM BEISPIEL DER
TEARING MODEN DES TOKAMAKS

Neben der Untersuchung einer einfachen Inselkette, wie dies im vorhergehen-
den Abschnitt der Fall war, ist die Frage nach dem Verhalten von Mehrfach-
Inselstrukturen von grofiem Interesse. Diese Art von Stérungen treten bei
Tokamak-Experimenten auf und werden im Gegensatz zum Stellerator-Prinzip
nicht von dufleren Quellen, sondern durch das Verhalten des Plasma-Inneren ver-

ursacht.

In Kapitel 3 wurde ein Modell linearer Tearing Moden im zylindersymmetri-
schen Tokamak behandelt, daB die Stérung (3.9)

!

K 2

(i, 00) = 3 Tt
1+ (¢k:)

l
benutzte. Dabei beschreibt K; die wahlbare Stéramplitude und ¥y; den festzu-

7 sinlfg

legenden Maximalwert. Es ergaben sich bei n-fachem Abbildungsverfahren die
Gleichungen (3.16,3.17) der Abbildung Tp = T;T5T3 des Codes MAP62, sowie die
Gleichungen (3.14) fiir die Abbildung 7' des Codes MAP2. 1 (¢0,00) war dabei
das Ergebnis der Newton-Iteration.

Wie schon erwahnt standen diese Codes zur numerischen Berechnung zur
Verfiigung. Mit MAP2 wurde die Inselstruktur wieder in Form von Poincaré -Plots
erzeugt und MAP62 berechnete die Verlustraten. Fiir alle Rechnungen wurden die
Maximalwerte 9y, (I = 1,2, 3) bei

Yk1 =01 thpy =10 3 =05
gewahlt.

4.3.1. BESTIMMUNG VON ANZAHL UND LAGE DER INSELN VERSCHIEDENER
RESONANZFLACHEN

Wie wir bereits in Abschnitt 4.2.1 sahen, lassen sich iiber die Rotationstrans-
formation £(¢)) = T die Anzahl der Inseln bestimmter Resonanzflichen bestim-

men. Bei dieser Untersuchung wurden ¢y, ¢, 5 wie folgt festgelegt.

L‘O = 1.05, L'l = —0.3, 6'2 =0
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Wie sich spéter in Abschnitt 4.4 zeigen wird, finden sich in dem zu untersuchenden
Gebiet zwischen s = 1.0 und ¥, = 2.3 die beiden Hauptinselketten ¢ = % und
= % Diese und zwei weitere sollen im folgenden berechnet werden.
Beispiele von Inselketten
a) Yg~1.3

2
t(¥0) ~1.05—-0.3-1.3 =0.66 — ¢ = 3 n=3: 3 Inseln

b) o ~ 1.83

1
(1) ~ 1.05 — 0.3-1.83 = 0.501 — v = 5 = 2: 2 Inseln

C) '!po ~ 2.4

1
(o) ~1.05—-0.3:-24=0.33 5 ¢ = g T= 3: 3 Inseln

d) ¢ =10

3
() =1.05—-0.3-1.0=0.75 - t = 7" =4: 4 Inseln

4.3.2. DIE ENTWICKLUNG EINER MEHRFACH-INSELSTRUKTUR AM BEISPIEL
DER TEARING MODEN DES TOKAMAKS

Fiir die Untersuchung der Enstehung einer Mehrfach-Inselstruktur wurden bei
den folgenden Berechnungen nur die Fourier-Koeffizienten Ky und K3 aus Glei-
chung (3.9) beriicksichtigt. Bei simtlichen nachfolgenden Berechnungen wurden

diese beiden Parameter gleichgehalten (K3 = K3 = K).

Der benutzte Code MAP2 zur Erzeugung der Inselstruktur unterscheidet
sich von MAPI, wie bereits ausfiihrlich beschrieben, durch seine andersartige
Storfunktion. Zur Verfolgung der Entwicklung von Mehrfach-Inselketten wurden
wieder mehere Poincaré -Plots erzeugt. Das Magnetfeld vom Typ des Tokamaks
durchlauft bei dieser Entwicklung mehere Phasen. Beginnend vom ungestdrten
symmetrischen Aufbau iiber das Auftreten von Inseln bis hin zum ”stochastischen
See”, in dem sich Inseln zu immer neuen Inseln aufteilen, durchliuft das Feld diese

Phasen.

Betrachten wir nun im einzeln die Bilder wie folgt:
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Abb. 20: Mehrfach-Inselstruktur ( 5 = 1.05,¢6y = —0.3) bei unterschiedlichem
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In Bild 19b sind die beiden Inselketten ¢ = % und ¢ = % deutlich zu erkennen.
Erhoht man nun den Parameter K so zeigt sich bereits bei K = 0.15 (Bild 19d)
stochastisches Verhalten der Separatrix der dominierenden Inselkette ¢+ = % Bei
K = 0.20 (Bild 19¢) beginnt auch die zweite Inselkette ¢ = % mit ihrem stocha-
stischen Verhalten und es zeigt sich ein Herauswachsen von 6 kleineren Inseln aus
den Hauptinseln. In Bild 20a kénnen wir sehen, dal die Flache % = 2.3 bereits
zerstort wird. Diese Fliche ist bei spateren Verlustberechnungen die Begren-
zungsflache 1, und daher ist sie bei weiteren Betrachtungen von Interesse. Der
kritische Kontrollparameter K, mufl daher bei K < 0.3 liegen. Im {ibrigen ist in
diesem Bild noch die 5-fache Aufteilung der Hauptinseln zu sehen sowie der immer

grofler werdende Anteil des stochastischen Gebiets.

Der weitere Anstieg der Storamplitude K bewirkt die Verschmelzung ganzer
Inselgruppen (¢ = % und ¢ = %) und eine immer starker werdende Diffusion des
Magnetfeldes. In Bild 21b ist sehr schon die Aufteilung der verbliebenen Haup-
tinseln ¢ = % in 3 Nebeninseln zu sehen. Im weiteren (Bild 22,23) wird die Dichte

der Punkte des Plots immer geringer (zu Beginn waren es etwa 80.000 Punkte).

Erhoht man letzlich die Storamplitude auf K = 1.20 so zeigt sich in Bild 23 die
Zweiteilung der Hauptinseln. Nach der Zweiteilung setzt sich dieser Vorgang in
den so entstandenen Teilinseln zu immer kleiner werdenden Inseln fort. Diese Ent-
wicklung ist theoretisch unbegrenzt und endet hier mit der endlichen Genauigkeit

des Rechners.

4.3.3. ERGEBNISSE DER TRANSPORTBERECHNUNGEN BEIM TOKAMAK-
MODELL IM BEREICH ZWISCHEN ZWEI UNGESTORTEN FLACHEN

In Analogie zu Abschnitt 4.2.4 wurden ebenfalls bei der Mehrfach-Inselstruktur
die Diffusion zwischen zwei ungestorten Flichen s und 1, bestimmt. Fir die
Berechnungen wurde der abgeinderte Code MAP63 sowie der urspriingliche Code
MAP62 benutzt. Die 500 Testteilchen wurden hierbei an der Startfliche s(¥so =
o = 1.0) gestartet und bei Erreichen der Begrenzungsfliche (¢p0 = ta = 2.3)
neu starten lassen. Der Reflektor wurde mit € = 0.2 bei ¢ = 0.8 festgelegt und
t(¢) mit & = 1.05, & = —0.3, ¢ = 0 wie unter Abschnitt 4.3.2 gewihlt.

In Bild 24 sind die Verlustraten mit den unterschiedlichen Stofiparametern
6(6 = 0,0.01,0.025,0.05) iiber der Storamplitude K aufgetragen. Dabei sind die
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Abb. 24: Verlustraten mit unterschiedlichem § (§ = 0,0.01,0.025,0.05) tber K
von K =0 bis K = 0.4 einer Mehrfach-Inselstruktur a) linear, b) logarithmisch.

gestrichelten Kurven die Daten vom Code MAP63 und die durchgezogenen Kurven
die von MAP62. Wie wir aus Bild 24 leicht erkennen kénnen kann die Untersuchung
mit MAP63 nur auf den Bereich 0 < K < 0.3 beziehen, da bei K, ~ 0.3 der
Wert des kritischen Kontrollparameters liegt. Beim Vergleich der Ergebnisse von
MAP62 und MAP63 treten keine nennenswerte Abweichungen der Verlustraten
auf. Die geringfiigige Differenz 1a8t sich, wie schon bei der einfachen Inselkette

unter Abschnitt 4.2.4, durch die Begrenzungsfliche 1 erklaren.

Es ist festzuhalten, dafl im Bereich 0 < K < 0.2 der Verlust von Testteilchen
einen leichten Anstieg aufweist. Dies erkldrt sich durch das stochastische Verhal-
ten der Separatrix der Hauptinselgruppe ¢ = %, sowie der Nebengruppe ¢ = %
(Bild 19d,e). In Bild 19e ist nun zu sehen, daB noch eine intakte Flache zwi-
schen beiden Inselgruppen existiert, die den Verlust von Teilchen eindammt. Mit

K = 0.25 (Bild 19f) wird auch diese Fliche zerstort, was den Verlust weiter
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Abb. 25: Verlustraten mit unterschiedlichem & (6§ = 0,0.01,0.025,0.05) tber K
von K =0 bis K = 0.9 einer Mehrfach-Inselstruktur

ansteigen 138t (Bild 24). Es ist dabei zu bemerken, dal die Hauptinseln in die-
ser Phase bereits ihre maximale Ausdehnung erreicht haben. Bei K = 0.3 wird,
wie schon erwahnt, die Begrenzungsfliche 1 zerstort (Bild 20a) und somit fithrt
auch dies zu einem weiteren Verlustanstieg. Diese Effekte fiihren insgesamt dazu,
daB die Steilheit der Verlustkurven (g}%) im Bereich 0 < K < 0.4 zunimmt und

sich damit ein starker Abfall des Einschlusses bemerkbar macht.

4.3.4. WEITERFUHRENDE BERECHNUNGEN VON VERLUSTRATEN MIT UN-
TERSCHIEDLICHEM STOSSPARAMETER ZWISCHEN ZWEI UNGESTORTEN
FLACHEN BEI ERHOHTER STORAMPLITUDE

Die weitergehende Untersuchung des Verlustes unter der Annahme von
gestorter Start- bzw. Begrenzungsfliche ist in Analogie zu Abschnitt 4.2.5
auch im Fall der Mehrfach-Inselstruktur von Interesse. Da der Code MAP62 die
Startfliche 1, durch die Abbildung Ty, erzeugt, tritt bei stark erhéhter Ampli-
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Abb. 26: Verlustraten mit unterschiedlichem § (6 = 0,0.01,0.025,0.05) tdber K
von K =0 bis K = 1.3 einer Mehrfach-Inselstruktur a) linear, b) logarithmisch.

tude (K > 0.5) durch die Stochastizitat der Startwerte ein erheblicher Fehler auf.
Dies wurde, wie bereits unter 4.1.3 beschrieben, mit dem Code MAP64 korrigiert.
Daher starten alle Testteilchen auf einer konstanten Linie 1s = g und werden

auch an einer kiinstlich gezogenen Linie ¢ = 1, abgefragt.

Fir die folgenden Berechnungen wurden wieder die gleichen Parameter be-
nutzt, wie im vohergehenden Abschnitt (Np, = 500,19 = 1.0,%o = 2.3, =
0.2,6p = 1.05,6y = —0.3,¢p = 0 und K9 = K3 = K). In Bild 25 ist der Verlauf
der Verlustkurven bei unterschiedlichem Stofiparameter von K = 0 bis K = 0.9
aufgetragen. Wie zu sehen ist, ist der Verlauf der Kurven im Bereich 0 < K < 0.4
bereits aus Bild 24 bekannt. Von groflem Interesse ist hier nun das Verhalten fiir
K. < K < 0.9, daher der Bereich in dem bereits ohne Sté8e Magnetfeldlinien
aus dem zu untersuchenden Gebiet nach auflen diffundieren. Es zeigt sich auch

hier der parabelférmige Verlauf (Bild 25,26) des Verlustes bei unterschiedlichem
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Stoiparameter 6.

Wie in Bild 25 zu sehen ist, verhalten sich die beiden Kurven 6§ = 0 und
§ = 0.01 stark annomal im Bereich 0.6 < K < 0.8, wo eine Erhohung der
Storamplitude zu einer Verlustminderung fithrt. Vergleichen wir dies mit dem
Verhalten des Magnetfeldes in Bild 21, so erkennen wir, da das Anwachsen
der beiden Hauptinseln und die damit verbundene Dreiteilung dieser Inseln, fir
die Verlustminderung verantwortlich zu machen ist. Es bleibt somit festzuhalten,
daB bei kleiner StoBfrequenz (6 < 0.01) das pulsierende Wachstum der Inseln eine

starke Auswirkung auf den Verlust hat.

Bei weiterer Erhohung der Storamplitude bis zu K = 1.3 zeigt sich auch
hier eine Abkehr von dem Verhalten, dafl eine grofere Stoffrequenz auch zu
einem hoheren Verlust fihrt. In Bild 26 ist deutlich zu sehen, dal die reine
Magnetfeldlinien-Diffusion (6§ = 0) die Diffusion mit Stéfen (6 > 0) iibersteigt.

Diese Umkehrung (Inversion) beim Verlauf der Verlustkurven wurde so nicht
erwartet und soll in Abschnitt 4.4 weitergehend untersucht werden, um eine

Erklarung fiir dieses Verhalten zu finden.
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4.4. WEITERGEHENDE ANALYSE DER VERLUSTRATEN EINER MEHRFACH-
INSELSTRUKTUR DES PROGRAMMCODES MAP62

Wie in den vohergehenden Abschnitten zu sehen war (Bild 18,26), ergab sich
bei grofer Storamplitude eine Inversion beim Verlauf der Verlustratekurven. Es
stellte sich daher die Frage, weshalb der Verlust bei kleinem StoSparameter (6§ <
0.01) den bei grofiem StoSparameter wie z.B. § = 0.05 iibersteigt.

Um dies genauer beantworten zu kénnen, wurde in den bisherigen Code MAP64

eine f-begrenzte Teilchenquelle eingebracht. Hierzu sei eine kurze Erlduterung
gegeben:

Die n-Testteilchen werden in einem Intervall (0q,0;) auf einer Linie g starten

gelassen. Daher werden n-Koordinatenpaare

(¢0a al)s (¢05 92)) s (11()05 on)

erzeugt. Mit nachfolgender Gleichung

ag' =20 (4.11)
n
ergibt sich die iterative Formel zur Berechnung der 0;-Werte
9,:_]_1 = 0,: + Al (4.12)

Mit dem abgednderten Code MAP66 wurden Berechnungen bei den Werten
K = 4.5 und K = 1.0 mit den jeweiligen Stolparameter § = 0 und 6 = 0.05
durchgefiihrt. Die Ergebnisse dieser Verlustratenberechnung wurden mit Hilfe

von Histogrammen verglichen und interpretiert.

4.4.1. DIE UNTERSUCHUNG DER VERLUSTRATE BEIM AMPLITUDENWERT
DER STORUNG K = 0.45

Bei den folgenden Berechnungen wurde eine Teilchenquelle der Breite Af =
20° iiber den Bereich von 0 bis 360 Grad variiert und die Verlustraten beim
Stofiparameter § = 0 sowie § = 0.05 jeweils verglichen.

Es wurden, wie in Bild 27 zu sehen ist, wiederum eine Probe von 500 Teilchen

im Bereich von 99 = 1.0 und %o, = 2.3 mit den beiden Inselketten ¢ = % und

t= %— in einem Intervall Af starten lassen. Nach 8000 Schritten bei § = 0 und 500
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Abb. 27: Histogramm der Verlustraten tber dem Intervall des Poloidalwinkels A0
mit dem Stofiparameter § =0 und § = 0.05 bet K = 0.45, Np = 500

Schritten bei § = 0.05 stellte sich der stationidre Verlust ein. Der jeweilige Mittel-
wert der beiden Histogramme < Ly >= 12.37-107% und < Lg g5 >= 0.6736 1073
wurde bereits mit dem Code MAP64 berechnet wie in Bild 25 zu sehen ist. Es ist
aufgrund von Bild 27 festzustellen, da$ die Variation des Startintervalls einen star-
ken Einfluf auf den Grad des Verlustes hat. So ergeben sich fiir die Werte beider
StoBparameter Intervalle, die ein Maximum (260° — 280°) sowie unterschiedliche
Minima (120° — 140°,340° — 360°) des Verlustes hervorrufen.

In Bild 28 sind die Poincaré -Plots der jeweiligen Maxima und Minima bei
6§ = 0 sowie § = 0.05 abgebildet. Wie deutlich zu sehen ist, gibt es bei reiner
Feldliniendiffusion (6 = 0) ein Intervall Af von 120°—140°, bei dem keine Teilchen
den Bereich zwischen ¥ = 2.3 und g — € = 0.8 verlassen. Dies erklart sich durch
die Ausbildung einer Insel auf der Startlinie, die die Teilchen gefangen hilt, wie
in Bild 20d zu erkennen ist. Weiterhin besitzen beide Kurven ein Maximum des
Verlustes bei 260° — 280°.
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Abb. 29: Histogramm der Verlustraten tber dem Intervall des Poloidalwinkels A0
mit dem Stofiparameter § =0 und 6 = 0.05 bei K = 1.0, N, = 500

4.4.2. DIE UNTERSUCHUNG DER VERLUSTRATE BEIM AMPLITUDENWERT
DER STORUNG K = 1.0

Neben der Analyse der Verlustraten bei kleinen Stéramplituden war eine ge-
nauere Untersuchung des Verlaufs der Verlustkurven bei K = 1.0 ebenfalls not-
wendig. In Bild 29 ist zu sehen, daf alle Parameter gegeniiber den vorigen Be-
rechnungen bis auf K gleich gehalten wurden. Es zeigt sich hier deutlicher als im
vorhergehenden Abschnitt, dafl es Startintervalle A8 gibt, bei denen der Verlust
erheblich grofer wird, als dies der Mittelwert der Verlustrate < L > aussagt. So
erhalten wir bei 60° —80° eine maximaleVerlustrate von Lo = 0.154 bei § = 0 und
Lg.05 = 0.066 bei 6 = 0.05. Daneben gibt es ein Minimum im stofifreien Histo-
gramm bei 240° — 260°. Bilden wir den Mittelwert iiber alle Intervalle so ergeben
sich wieder die bereits mit MAP64 berechneten Verlustratenwerte < Ly >=0.0653
und < Lgo5 >= 0.0398. Dies enspricht einer Steigerung des mittleren Verlustes

bei § = 0 um ca. 60% gegeniiber dessen mit einem StoBparameter § = 0.05

Um das Verhalten der Teilchendiffusion genauer zu analysieren, wurden bei

der Stéramplitude K = 1.0 die ersten 10 Anfangsschritte, sowie die letzten 10
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Abbildungsschritte fir die Intervalle 60° — 80° und 260° — 280°, sowie des gesamten

0-Bereichs von 0° — 360° berechnet. Das Ergebnis dieser Berechnungen ist in
Bild 30,31 festgehalten.

Es werden jeweils 10 Abbildungsschritte in der 1, 6-Ebene festgehalten und
iberlagert. Anhand dieser Plots 1dfit sich die Feldliniendiffusion bei § = 0 sehr
schon veranschaulichen (Bild 30a,c,e). Es zeigt sich, dal bei beliebigem Startin-
tervall, die Feldlinien um die Inseln herum aus dem Bereich 15 — 1}, diffundieren.
Daher dringen keine Teilchen in die Inseln ein. Dies gilt sowohl fiir den Maxi-
malwert (Bild 30a), Minimalwert (Bild 30c) als auch fiir die Startlinie von 360°
(Bild 30e). Daneben wird dieses Verhalten mit der Endphase in Bild 31la,c,e (Ab-
bildungsschritte 240-250) bestatigt.

Betrachten wir dagegen die Teilchendiffusion mit dem StoSparameter § = 0.05
(Bild 30b,d,f) so zeigt sich bei der Verfolgung dieser in der Anfangsphase, dafl auch
hier der iberwiegende Anteil der 500 Testteilchen um die Inseln herum aus dem
zu beobachtenden Gebiet diffundiert. Durch den Stoparameter 6 geht jedoch bei
diesen Teilchen der deterministische Charakter der verwendeten Abbildung {iber
in ein diffuses Auseinandertriften der Testteilchen. In Bild 30b,d,f ist deutlich zu
erkennen, daf§ eine geringe Zahl von Teilchen in der Anfangsphase (Schritte 1-10)
in die noch verbliebenen beiden Hauptinseln gelangt. Betrachten wir dagegen die
Endphase des Abbildungsproze in Bild 31b,d,f , so sind die 500 Testteilchen
relativ gleichmafBig iiber die 1, -Ebene verteilt.

Aufgrund des geringeren Verlustes bei § = 0.05 gegeniiber § = 0 wird damit
gezeigt, dal beim Grad dieser Storung (K = 1.0) die verbliebenen Inseln zu einer

Verlustminderung fiihren.

Die bereits gewonnenen Erkenntnisse sollen mit Bild 32a,c,e nochmals unter-
strichen werden. Wie in Bild 33a,c,e dargestellt, zeigt sich die deterministische
Charakteristik der Abbildung T}' der reinen Feldliniendiffusion bei diesem Star-
tintervall (60° — 80°) besonders gut. Die angehduften Verlustteilchen Ny, wachsen
in Form einer Treppenfunkton mit der Zahl der Schritte bis hin zum stationaren
Zustand. Beim Intervall von 260° — 280° (Bild 33b,d,f) ist dieser Effekt weniger
ausgepragt wie auch bei der 0° — 360° Startlinie (Bild 34a,c,e).

Betrachten wir dagegen den Verlauf des Verlustes in Bild 32 so zeigt sich,
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Abb. 82: Stationdrer Verlust nach 250 Schritten mit K = 1.0, N, = 500,6 = 0.05
beim Startintervall A = 60° — 80° in a), c), €) und 260° — 280° in b), d), f)
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daff die Aktivierung der Zufallsvariablen (§ = 0.05) zu einem kontinuierlichen
Verlauf der angehduften Verlustteilchen fiihrt. Der unterschiedliche Verlauf der
Verlustraten {iber der Zahl der Schritte erklart sich auch hier dadurch, dal im
Fall des Startintervalls 60° — 80 in Bild 32c wenige Teilchen in der Anfangsphase
in die beiden Inseln eindringen. Erst nach dieser Anlaufphase (etwa nach 100
Schritten ) diffundiert eine stationidre Anzahl von Teilchen durch das Inselgebiet
hindurch. Es ist genau dieser Anteil, der dazu fiihrt, dal die Verlustrate auf ein

stationares Mafl von L = 0.064 abfillt.
Mit dem Startintervall 260° — 280° ergibt sich wieder der gangige Verlauf, d.h.

die Verlustrate steigt langsam an und nahert sich einem stationdren Wert, hier
Ly o5 = 0.037. Dabei sei zu bemerken, dafl die Verlustrate in diesem Intervall
ohne Stofe in der GroBenordnung des Verlustes Ly = 0.038 liegt. In Bild 34 ist
am Beispiel der 360°-Berechnung zu sehen, da der StoSparameter § zu einer
Glattung der Verlustkurven fiihrt.

Abschlieflend ist festzuhalten, dal im Falle der reinen Feldliniendiffusion
(6 = 0) jede Position (%n,0,) eines Testteilchens von seiner Vorgeschichte und
damit auch von seiner Startkoordinate (g, fg) abhangt. Dieses deterministische
Verhalten, bei dem der Zufallsweg von ;ier Startposition abhingig ist, entspricht
bekanntlich nicht einem klassischen Diffusionsprozef, bei dem nur die unmittelbar
vorangegangenen Positionen von Interesse sind. Diese Eigenschaft des Modells
wird durch Stirkung der Zufallsvariablen Xpez = p'6; und Yyuez = p'6y abge-

schwacht.
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5. Zusammenfassung der Ergebnisse

In dieser Arbeit wurden ausschlielich umlaufende Teilchen im gestorten Ma-
gnetfeld untersucht, wogegen in einer fritheren Arbeit!™ die Diffusion von gefan-
genen Teilchen von Interesse war. Unter Verwendung eines numerischen Abbil-

2

dungawerfa,hrens1 zur Verfolgung von Teilchenbahnen wurde nun das Anwachsen

der Stérung untersucht.

Es wurde dabei mit den bereitgestellten Codes sowohl das Einschluiverhalten
von Stellaratoren (einfache Inselkette) als auch Tokamaks (Mehrfach-Inselketten)
erforscht. Diese Untersuchung erfolgte in 2 Phasen: Die Bestimmung des Verlu-
stes zwischen zwei ungestorten magnetischen Flachen, sowie die Berechnung der

Diffusion zwischen zwei gestorten Flachen.

Durch die Ergebnisse von Berechnungen des Einschlusses von Stellaratoren
wurde bestatigt, dal die durch externe Einfliisse verursachte Storung der Magnet-
feldkonfiguration zur Ergodisierung fiihren kann, was einen erheblichen Anstieg des
Verlustes von Teilchen zur Folge hat. Hierbei zeigte sich auch, dafl die Inselbil-
dung selbst noch keine dramatische Auswirkungen hat, wogegen das stochastische
Verhalten der Separatrix und die damit verbundene Ausbildung von stochastischen
Gebieten (Bild 8,17) den starken Anstieg des Verlustes bewirkt.

Bei der Untersuchung des Verhaltens zweier Inselketten (Tearing Moden)
wurde deutlich, daB neben der Zerstorung der begrenzenden Fliche die
Zerstorung von Flichen zwischen den Inselketten, fiir den Verlust von Bedeu-
tung ist. Es wurde daher gezeigt, daB das stochastische Verhalten dieser Flachen
und das damit verbundene Verschmelzen von Inselgruppen (Bild 19,20), zu einer
zusitzlichen Verlusterhdhung (Bild 25) fihrt. Die Verlustkurven zeigen, bei weiter
steigenden Stéramplituden mit groBem Stofiparameter, einen parabelformigen Ver-
lauf, was einem klassischen Diffusionsproze nahe kommt. Dagegen tritt bei einer
kleiner werdenden StoBfrequenz, bis hin zur reinen Magnetfeldlinien-Diffusion, der
deterministische Charakter des Abbildungsverfahrens in den Vordergrund. Hier-
bei ist der Zufallsweg eines Testteilchens nicht mehr unabhéingig von seiner Vor-
geschichte, wie dies bei einem echten Diffusiosproze der Fall ist. Dies auflert
sich in dem anomalen Verhalten der Verlustkurven (Bild 25,26), wo es Bereiche

gibt, bei denen eine Stéramplitudenerhéhung zu einer Verlustminderung fiihrt.
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Bei naherer Betrachtung der Magnetfeldstruktur in diesem Storbereich zeigt sich,
daB sich die Inseln bei ihrem Wachstum in einer Aufteilungsphase befinden. Da-
her erklart sich dieses pulsierende Wachstum als Ursache fiir den anomalen Verlauf

der Verlustkurven bei niedriger Stofifrequenz.

Fiir eine geniigend grofie Stéramplitude, und der damit verbundenen Ergo-
disierung der Magnetfeldstruktur, ergab sich ein inverses Verhalten beim Verlauf
der Verlustkurven mit unterschiedlichen Stofifrequenzen. Es ist hierbei feszuhal-
ten, da der grundsatzliche Zusammenhang von Sté8en und Verlust umgekehrt
(invertiert) wird. Daher zeigt sich in diesem Bereich eine Verlusterhohung bei

kleiner werdenden Stoffrequenzen.

Bei genaueren Untersuchungen mit Teilchen-Startintervallen wurde die Vermu-
tung bestatigt, dal Testteilchen im wesentlichen um Inseln herum diffundieren.
Diese Erkenntnis findet ihre weitere Bestatigung bei der Erklirung der Inver-
sion von Verlustkurven. Der inverse Verlauf der Verlustkurven ergibt sich dem-
nach dadurch, dafl die stoBfreien Teilchen die Inseln umgehen, wogegen bei der
stoflbehafteten Diffusion eine gewisse Anzahl von Teilchen in die Inseln eindringt
und dort eine begrenzte Zeit verweilt. Somit fiihrt der begrenzte Einschlufi von
Teilchen in Inseln bei diesem Grad der Stérung zu einer geringen Verlustminde-

rung.

Der Vorteil dieses Modells liegt nun darin, dal es eine (mdgliche) Erklirung

fiir den anomalen Verlust, aus unterschiedlichen Experimenten herriihrend, gibt.
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